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ТЕНЗОР НАКОПИЧЕННЯ ПОШКОДЖЕНЬ В КОНСТРУКЦІЙНИХ 
МАТЕРІАЛАХ 
 
 
В роботе рассмотрен тензор накопления повреждений по изменению объема выделенного 
единичного элемента конструкционного материала при упругопластическом нагружении, который 
трансформировано деградацией физико-механических свойств материала при наработке. Тензор 
поврежденности представлено шаровым тензором изменения объема и девиатором поврежденности, 
которые представлены изменением физико-механических свойств материалов при упругопластическом 
нагружении. 
 
The tensor of accumulation of damages is in-process examined on the change of volume of the selected 
unit element of construction material at the elastoplastic loading, which is transformed by degradation of 
physical-mechanical properties of material at work. Damage tensor is presented by the spherical tensor of 
change of volume and by the deviator of change of shape at loading. The first, second and third invariants of 
tensor, spherical tensor and deviator of damage are got, which is represented by change of physical-mechanical 
properties of materials at elastoplastic loading. 
 
 
Деформування матеріалу, яке спричинене температурно-силовими діями супро-
воджується глибокими змінами його структури у зв’язку з розпушенням – утворення 
розривів у субмікро - та мікрообємах, виділення нових фаз, утворення текстури, хімічні 
та фізичні флуктуації і т.д. Незворотні зміни структури більшою чи меншою мірою 
відбуваються на різних стадіях деформування та приводять до визначеної 
пошкоджуваності матеріалу. Кінетичний аспект руйнування особливо яскраво 
виявляється в умовах довготривалого статичного та циклічного навантажень [1-3]. В 
останні роки багато уваги поділяється аналізу напруження в пошкодженому матеріалі. 
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У простому випадку ефективний тензор пошкоджень М(D) перетворить тензор 
напружень Коші в тензор ефективних напружень. Узагальнюючи це поняття на випадок 
тривісного напруженого стану можна записати klij DM σσ :)(~ = , де ijσ~  - ефективне 
напруження в матеріалі; klσ  
- істинні напруження в 
матеріалі в різних коорди-
натах; М(D) - ефективний 
тензор пошкоджень; Сим-
вол: - позначає тензорний 
добуток з підсумовуванням 
по двох повторювальних 
індексах [4-6]. 
Явище розпушення ма-
теріалу призводить до де-
градації фізико-механічних 
властивостей матеріалу – 
щільності, електропровід-
ності, магнітних властивос-
тей, питомої ваги, модулів 
пружності при зсуві і осьо-
вому навантаженні [6-7]. 
Зміна об’єму виділе-
ного одиничного елементу (ВОЕ) матеріалу робочої зони зразка, який характеризує 
кінетику його пошкоджуваності в процесі термосилового навантаження – DV (рис. 1) 
оцінюється співвідношенням 
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i
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V
V
VV
D 00 1−=−=  (1) 
де V0 та Vi - відповідно, початкова та поточна величини ВОЕ, який підлягає 
термосиловому навантаженню. 
Поточна величина зміни об’єму ВОЕ при термосиловому навантаженні дорівнює: 
  Vi=V0+ΔVV (2) 
де ΔVV - приріст об’єму ВОЕ за рахунок розпушення, визваного кінетикою накопичення 
пошкоджень при термосиловому навантаженні. 
Розв’язавши рівняння (1), (2) відносно ΔVV , маємо: 
  
V
V
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DVV −=Δ 10 .  (3) 
Розглянемо поетапне навантаження ВОЕ робочої зони зразка при термосиловому 
деформуванні: 
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Рис. 1 Принципова схема розгляду кінетики 
накопичення пошкоджень виділеного одиничного 
елементу (ВОЕ) при пружнопластичному 
об’ємному термосиловому навантаженні
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1. Осьове навантаження: 
Пошкоджуваність ВОЕ при осьовому навантаженні - σD  дорівнює: 
  
σσ
σσ −=−=
ii
i
V
V
V
VVD 00 1    (4) 
де Viσ - поточний об’єм ВОЕ при осьовому термосиловому навантаженні.  
Поточна величина зміни об’єму ВОЕ при осьовому навантаженні, дорівнює: 
  Viσ=V0+ΔVσ  (5) 
де ΔVσ - зміна об’єму ВОЕ за рахунок розпушення, визваного кінетикою накопичення 
пошкоджень при осьовому термосиловому деформуванні. 
Розглянувши рівняння (4) та (5) відносно ΔVσ , маємо: 
  
σ
σσ −=Δ D
D
VV
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 . (6) 
2. Зсув. 
Пошкоджуваність ВОЕ при пружнопластичному зсуві - 
ji
D τσ  на площадці з 
нормаллю iσ  в напрямку jτ  , дорівнює: 
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де 
jiiV τσ  - поточний об’єм ВОЕ при термосиловому зсуві на площадці з нормаллю iσ  в 
напрямку jτ . 
Поточна величина зміни об’єму ВОЕ при термосиловому зсуві, дорівнює: 
  
jiji
VVVi τστσ Δ+= 0   (8) 
де 
ji
V τσΔ  - відповідно приріст об’єму ВОЕ за рахунок розпушення, визваного 
кінетикою накопичення пошкоджень при термосиловому зсуві. 
Розв’язавши рівняння (7), (8) відносно 
ji
V τσΔ  , маємо: 
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3. Об’ємний напружений стан. 
В загальному випадку термосилового навантаження конструкційних матеріалів 
при довільній орієнтації ВОЕ в межах точки навантаженого тіла (рис. 2) на його гранях 
діють три незалежних компоненти тензора зміни об’єму із-за кінетики накопичення 
пошкоджень 
x
VσΔ , yVσΔ , zVσΔ  та шість компонентів зміни форми yxV τσΔ , zxV τσΔ , 
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xy
V τσΔ , zyV τσΔ , xzV τσΔ , yzV τσΔ , які діють в площинах ху, хz, yz і які діють в 
напрямках, паралельних осям координат х, у, z. 
Отримані дев’ять компонентів пошкоджень повністю визначають рівень 
пошкоджуваності  в об’ємі і утворюють тензор зміни об’єму із-за кінетики накопичення 
пошкоджень, при термосиловому навантаженні, який можна представити в такому 
вигляді: 
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В загальному випадку просто-
рової зміни об’єму із-за розпушення 
ВОЕ при термосиловому наванта-
женні по всім трьом взаємо перпен-
дикулярним площадкам, які прохо-
дять через точку, зміна об’єму в якій 
досліджується зв’язок між скла-
довими головних напрямків змін 
об’єму ВОЕ і зміною об’єму ВОЕ на 
любій похилій площадці, що прохо-
дить через дану точку, описується 
слідуючим кубічним рівнянням:   
  032
2
1
3 =−Δ+Δ−Δ IVIVIV vv  (11) 
Коефіцієнти рівняння (11) I1, I2, I3 , не залежать від вибору координатної системи, 
інакше кажучи, вони являються інваріантами тензору зміни об’єму, викликаного 
кінетикою накопичення пошкоджень по відношенню до координатних осей. 
Перший (або лінійний) інваріант уявляє собою суму компонентів тензора зміни 
об’єму ВОЕ розташованих на головній діагоналі рівняння (10) запишеться слідуючим 
рівнянням:  
  
zyx
VVVI σσσ Δ+Δ+Δ=1 .  (12) 
Другий (або квадратний) інваріант можна отримати, розклавши по головній 
діагоналі квадратичну матрицю тензора зміни об’єму ВОЕ і представити у вигляді суми 
мінорів 
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Третій (або кубічний) інваріант розглядається як розвернутий в строчку 
визначник, складений із компонентів тензора зміни об’єму ВОЕ (10) 
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Рис. 2 Пошкоджуваність на гранях 
елементарного паралелепіпеда ВОЕ 
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Враховуючи те, що зміна об’єму ВОЕ, яка викликана кінетикою накопичення 
пошкоджень осьовою складовою описується відношеннями (6), то величини 
нормальних об’ємних деформацій тензора зміни об’єму при деформуванні 
паралелепіпеда ВОЕ, відповідно дорівнюють: 
  
x
x
x D
D
VV
σ
σ
σ −=Δ 10 ;  
y
y
y D
D
VV
σ
σ
σ −=Δ 10  ;  
z
z
z D
D
VV
σ
σ
σ −=Δ 10 .   (15) 
Враховуючи співвідношення (9) величини об’ємних деформацій обумовлені 
зміною форми ВОЕ в точці, при термосиловому навантаженні, які діють на гранях 
паралелепіпеда перпендикулярно до напрямів декартових осей х, у, z будуть відповідно 
позначені на площадці перпендикулярній до осі х, що відповідають за зміну об’єму 
x
VσΔ  і зміну форми yxV τσΔ ; zxV τσΔ ; на площадці перпендикулярній до осі у – за зміну 
об’єму 
y
VσΔ  і зміну форми xyV τσΔ ; zyV τσΔ , на площадці перпендикулярній до осі z – 
за зміну об’єму 
z
VσΔ  і зміну форми xzV τσΔ , yzV τσΔ   
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Враховуючи співвідношення (15), (16) тензор пошкоджуваності - М(D) (10), 
дорівнює: 
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Враховуючи співвідношення (12), (15), (17) перший інваріант приведений до 
об’ємної пошкоджуваності ВОЕ - DV дорівнює: 
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Другий інваріант з урахуванням співвідношень (13), (15), (16), (17) приведений до 
об’ємної пошкоджуваності ВОЕ, дорівнює: 
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Третій інваріант з урахуванням співвідношень (14), (15), (16), (17) приведений до 
об’ємної пошкоджуваності ВОЕ, дорівнює: 
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Якщо за осі координат прийняти головні осі, то 
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тензор пошкоджуваності ВОЕ (17) матиме  вигляд: 
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а інваріанти тензора пошкоджуваності (18),(19),(20) для головних осей, дорівнюють: 
  
1
1
3
3
2
2
1
1
111
11
−
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−+−+−+−= σ
σ
σ
σ
σ
σ
D
D
D
D
D
D
I ; (22) 
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Із співвідношень (18) і (22) витікає, що : 
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Тобто сума трьох нормальних складових пошкоджень для любих  трьох взаємно 
перпендикулярних площадок, що проходять через дану точку, являються величинами 
постійними. 
Для наглядності описування закономірностей кінетики пошкоджуваності при 
складному напруженому стані введемо  поняття «середнього пошкодження», яке 
дорівнює середньому арифметичному від нормальних пошкоджень 
  
33
321
0
σσσσσσ
σ
++=++= DDDDDDD zyx .  (25) 
Середня пошкоджуваність характеризує собою рівно вісне розтягування-
стискання і  відповідальне тільки  за зміну об’єму в межах точки. Якщо від компонентів 
тензора пошкоджуваності відокремимо ті, які пов’язані тільки з об’ємною 
деформацією, то отримаємо компоненти пошкоджуваностей 0DD x −σ ; 0DD y −σ ; 
0DD z −σ ; xyD τσ ; yxD τσ ; xzD τσ ; zxD τσ ; yzD τσ ; zyD τσ ; які мають відношення тільки до 
зміни форми. Таким чином, загальний випадок пошкодженого стану ВОЕ, 
представлений на рис. 2,можна розглядати як пошкоджений стан, пов’язаний тільки із 
зміною форми (рис. 3а),на  яку «накладене» гідростатичне розтягування-стискання. 
(рис. 3,б) 
Приведені міркування про можливість розкладання пошкодженого стану 
дозволяють представити тензор пошкоджень (17) в вигляді двох складових: 
)()()( 0 DLDMDM += , де )(0 DM  - шаровий тензор пошкоджень, складений із 
компонентів, пов’язаних із зміною об’єму (рис. 3,б), 
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Рис. 3 Розкладення тензора пошкоджуваності ВОЕ на девіаторну (а) і шарову (б) 
частини.  
 
)(DL  - девіатор пошкоджень, складений із компонентів, пов’язаних із зміною 
форми (рис. 3 а) 
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Поскільки перший інваріант шарового тензора пошкоджень (26) співпадає з 
первим інваріантом тензора пошкоджень (22) 
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То первий інваріант девіатора пошкоджень дорівнює нулю. 
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Із цього витікає, що при пошкодженому стані, який описується девіатором, 
середня пошкоджуваність дорівнює нулю, тобто складова об’ємної пошкоджуваності 
не змінюється: 
Другий і третій інваріанти девіатора пошкоджень дорівнюють:  
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Висновки:  
1. В процесі термосилового  пружнопластичного навантаження конструкційні 
матеріали розпушуються, що призводить до  зміни їх фізико-механічних властивостей. 
2. Приведений тензор пошкоджуваності конструкційного матеріалу, який включає 
зміну об’єму і форми виділеного одиничного елементу (ВОЕ) матеріалу при 
пружнопластичному навантаженні. 
3. Отримані перший, другий і третій інваріанти тензора пошкоджуваності 
матеріалу при напрацюванні. 
4. Представлено тензор пошкоджуваності конструкційного матеріалу в вигляді 
шарового тензору зміни об’єму і девіатора зміни форми ВОЕ конструкційного 
матеріалу при напрацюванні. 
5. Отримані інваріанти девіатора пошкоджуваності ВОЕ матеріалу при 
пружнопластичному навантаженні. 
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ТРЕНАЖОР МОБІЛЬНОГО БАЗУВАННЯ 
 
 
Предлагается теоретическое определение начальной скорости мяча, как параметра 
необходимого для дальнейшего проектирования тренажера мобильного базирования для подачи мяча на 
футбольных тренировках. 
 
Theoretical calculation of start ball velocity value witch need to have for design of mobile football 
simulator witch giving balls during football training was offered. 
 
 
Успіх провідних команд у сучасному футболі залежить від багатьох чинників, але 
основними можливо назвати це гра у високому темпі і передача м’яча в один дотик, а в 
решті високий процент реалізації гольових моментів під час атаки і стандартних 
положень. 
Таки вимоги у сучасному провідному футболі діктують спеціальних тренувань по 
реалізації моментів як для основного складу гравців так і, особливо, для резерва.  
Таким тренуванням, на нашу думку, допоможе спеціально сконструйований 
тренажор мобільного базування який буде викидати м’ячі з необхідною частотою, в 
різних напрямках, під різним кутом та різною швидкістю, але з достатньою кучністю. 
Це дасть можливість відпрацьовувати різні варіанти як ногами так і головою не 
тільки в атаці, але і в обороні. 
Реалізація такої задачі вимагає розгляд таких питань: 
